Eine Theorie der Freudenthalschen Tripelsysteme, II  by Meyberg, Kurt
MATHEMATICS 
EINE THEORIE DER FREUDENTHALSCHEN 
TRIPELSYSTEME, II. 
VON 
KURT MEYBERG 
(Communicated by Prof. T. A. SPRINGER at the meeting of September 30, 1967). 
§ 5. DrE FEINSTRUKTUR DER FT-SYSTEME. 
1. Die einem nicht singuliiren symplektischen Raum zugeordneten 
FT-Systeme sind im vorhergehenden Paragraphen bereits vollstandig be-
schrieben. Von den iibrigen, d.h. solchen, in denen es ein a-BE u-e gibt 
mit (a-8 , {a-ea-8c})of0, wissen wir bisher lediglich, dass die U8 , e= ±, 
Jordan Algebren vom Grad < 3 sind (vgl. Satz 4.2). In diesem Paragraphen 
geben wir eine detailliertere Beschreibung der Struktur dieser FT -Systeme. 
Es sei (U8 , a-e) die Jordan Algebra, deren Vektorraum U8 ist und in 
der die Multiplikation durch ( 4.1) definiert ist. Fiir das dabei verwendete 
Element a-e E u-e gilt rx=<a-e, {a-Ba-8c})of0. Das Einselement dieser 
Jordan Algebra ist 
Aus (3.10), der Definition von rx und e8 ersieht man 
{ a) 2{a-ea-eee} =a-e. (5.1) b) ( -e B)- 3 a , e - 4 . 
Setzen wir in (4.10) x=e8 ein, erhalten wir 
Damit wird U -e mit der Multiplikation 
(5.2) 
zu einer Jordan Algebra vom Grade .;;;; 3 mit Einselement e-e = itJ-l{e8e8c} 
(Dies folgt aus § 4. 3 nach Umbenennung). Diese Jordan Algebra be-
zeichnen wir mit (U-8 , e8 ). 
Nach (3.2) und (3.11) gilt 
und damit haben wir fiir das Einselement e-e = itJ-l{e8e8c} wegen tJ = - terx-1 
(5.3) 
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2. Bevor wir zeigen, dass die Jordan Algebren (U6 , U:-6 ) und (U-6 , e6 ) 
isomorph sind, beweisen wir die wichtige Formel 
{ {a-'-8a-8x8} • {a-ea-8x8 } = {a--sa-8{a-8XSXS}}- 2( a-e, {a-8x8x6})a-e-(5.4) ' . . . { } 
· -2(a-e, xB) a-ea-exe . 
Beweis: Wir setzen y-8 :={a-ea-6x6 } und haben mit (5.1) und 
ee = f1X-l{a-ea-ec} 
(5.5) 
mit u = {y-ey-8{a-ea-ec}} und v = 2(e6 , {a-ea-6x8}){a-ea-6x6 }. 
Aus (5.1a) erhalten wir sofort V=(xB, a-8 ){a-ea-exe}. Aus (3.12) folgt 
U= {?-ea-e{y-ey-ec}}+ 2(a,-e, {y-ey-ec})a-e- 2(y-e, {a-ea-ec})y-e. 
Mit (3.13) und (3.10) berechnen wir {y-ey..:.ec} zu 
{y-ey-8c}= {y-8c{a-ea-6x6 }}= 2{a-exe{a-6c{a-ea-8x8}}}+ 
+ 2( {a-ea-6xB}, XS){a-ea-ec} =t1X{a-8xBx8}- 2(a-e, {x8x8a-8}){a-ea-8c}. 
Damit wird 
u = t1X{a-ea-6 {a--sxexe}}- tiX< a-e, {x8XSa-8})a-e + 
+f~X(a-e, {a-8xBx8})a-8 -41X(a-e, {a-8xBxB})a-8 -2(y-e, {a-ea-8c})y-e. 
Wir tragen dies und den oben fur v gefundenen Wert in (5.5) ein, 
beachten ({a-ea-8x8 }, {a-ea-8c})=f1X(a-e, x8) und finden (5.4). Damit be-
weisen wir 
LEMMA 5.1: Die Abbildung L(a-e, a-e)+ 2a-8(a-8)*: (U6 , a-8 ) -+ (U-6 , e8 ) 
ist ein Isomorphismus der Jordan Algebren. 
Beweis: 
a) Die Abbildung ist ein Homomorphismus: 
A= (L(a-8 , a-8 ) + 2a-8(a-8 )*)(x8 o x8)- [(L(a-e, a-8 ) + 2a-8(a-8 )*)x8 ]2 = 
= {a-Ba-8(X8 0 XS)} + 2(X8 0 X8, a-B>a-B- ( {a-Ba-BxB} + 2(X8 , a-e>a-~)2 
Wir beachten, dassdas Produkt in (U6 , a-8 ) nach (4.1) und das Produkt 
in (U-e, e6 ) nac_h (5.1) zu nehmen ist und beriicksichtigen, dass -a-6 
Einselement in (tt-e, e8 ) ist (vgl. (5.3)). Somit wird 
A= {a-ea-8{a-8x6xB}} + 2( a-e, x8){a-ea-8xB} + 2( {a-exexe}, a-8)a-e-
_ 4(xe, a-e)2a-B- {a-ea-exe}· {a-ea-exe}+ 4(xe, a-e){a-ea-exe}+ 
+4(XS, a-8 ) 2a-s. 
Hierin tragen wir (5.4) ein und finden A=O. 
b) Die Abbildung ist bijektiv: 
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Sei {a-ea-8XS}+2<XS, a-8 )a-8 =0, bzw. {a-ea-8XS}=2<a-e, x8)a-e. Auf 
heiden Seiten L(a-e, c) angewendet ergibt nach (3.10) 
X 8 = eee mit e E K; und damit folgt nach ( 5.1) 
folglich e=O und damit X=O. Wegen dim u-e=dim ue ist dann die Ah-
bildung auch hijektiv. 
3. Die Struktur des FT -Systems ist vollstandig geklart, wenn man 
die Ausdriicke der Form {x8x8c }, e = ±, kennt; denn nach (3.2) hat man 
damit auch {x8x8y-e}. Die iihrigen Tripelprodukte sind nach den Formeln 
a us § 3 bekannt. Unser Ziel ist es, die Ausdriicke der Form {XSXSc} und 
{y-ey-ec} in Termen der Jordan Algebren (U8 , a-e) bzw. (U-e, e8 ) auszu-
driicken. 
Sei X=X8 EU8 und X=(L(a-e,a-8 )+2a-8(a-8 )*)x das Bild von X in u-e 
unter dem oben angegehenen Isomorphismus. 
Wir betrachten in (U-e, e8 ) den Ausdruck 
(Dies ist das in Jordan Algehren vom Grade 3 zuerst von' Freudenthal 
untersuchte Kreuzprodukt. Siehe auch [3] Formel (1.3),) Wir nutzen aus, 
dass x 1---3> x ein bzgl <,) schiefsymmetrischer Isomorphismus ist und 
e-e = e8 = - a-e gilt und erhalten 
Setzen wir in (3.2) y-8 =a-e und wenden auf heiden Seiten L(a-8 , a-8 ) 
an, dann folgt mit (3.11) 
§-cx{xxc}= 2e<a-e, x){a-ea-8x}- e{a-ea-8{a-exx}}, 
wegen e2 = + dann 
Damit sehen wir x *X= -icxe{xxc} bzw. 
(5.6) 
Entsprechend erhalt man von (U-e, e8 ) ausgehend 
(5.7) 
mit y-8 =(L(e8 , e8 )+2e8(e8 )*)y-e und 
y-e * y-e=y-e 0 y-e-4<a-e, g-e)y-e+ (S<a-e, y-e)2-2<a-e, g-e 0 y-e))ee. 
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4. Nach (5.3) ist -a-B das Einselement in (U-B, eB), daher haben wir 
y-B= -a-B.y-B= -{a-BeBy-B}-(eB, a-B)y-B-(eB, y-B)a-B bzw. wegen 
(eB, a-B)=-! 
(5.8) 
Wir zeigen nun noch 
LEMMA 5.2: -L(eB, eB)-2eB(eB)*: (U-B, eB)--'?- (UB, a-B) ist die Umkehr-
abbildung von L(a-B, a-e)+ 2a-B(a-B)*: (UB, a-B) --'?- (U-e. eB). 
Beweis: 
A:= (L(a-B, a-e)+ 2a-B(a-B)*)( {eBeBy-B}+ 2(y-B, eB)eB) = 
= {a-ea-e{eeeey-B}}+ 2(y-e, eB){a-ea-eee} + 2( {eeeey-B}, a-e)a-B + 
+4(y-B, eB) (eB, a-B)a-e=u+2({eea-ey-B}, ee)a-B-2(y-B, eB)a-e 
wegen 2{a-ea-Bee} =a-e und (e8 , a-e)=- f· (u = {a-Ba-8 {e8e8y-e}}). A us (3.14) 
folgt 
U= 2{eBy-e{a-ea-eee}} _ 2(a-e, {eeeey-e})a-e+ 4(a-e, ee){eey-ea-e} 
- 2s( a-B, {a-ey-ec }){e8e8c} = 4{e8a-By-e} + 2( {e8e8y-B}, a-B)a-e- 4(y-e, eB)a-e 
wegen {a-ea-ec}=!cxe8 , {eBe8c}=!f'1e-B= -!Pa-B und P= -!scx-1. 
Somit haben wir 
A= 4{eea-ey-e} + 4( {eea-ey-e}, ee)a-e _ 6(y-e, ee)a-e, 
Aus (5.8) folgt nun 
A= 4(y-e, ee)a-B-y-e + 4(y-e, ee) (a-e, eB)a-e- (y-e, ee)a-e-
- 6(y-e, ee)a-e = _ y-e. 
Das ist die Behauptung. 
5. Abschliessend in diesem Paragraphen beschreiben wir noch die 
Bilinearform (,) auf ;t in Termen der Jordan Algebra (U8 , a-8 ). 
Sei Xi=c;ic+'l]it{ccc}+xi+xi-•, i=1, 2, die Peirce Zerlegung von Xi E%, 
dann ist wegen ( c, { ccc}) = 3 
(x1, x2)=.;1'1]2-'1]1.;2+(x1, X2')-(x~, x.t'). 
Sei xi-•=yj={a-ea-8yj}+2(yj, a-8)a-e, dann wird 
(xi, xi-•) = (xf, {a-ea-eyj}) + 2(yj, a-e) (xf, a-e)= 
= ( a-e, {xfa-eyi}) + ( a-e, ( a-e, xf)yj + ( a-e, yj)xi) = 
=(a-e, xfo yj)=i-a(xfo yj) 
mit der bereits in (4.12) definierten Linearform a(xB)=4(a-e, xB) auf ue. 
Wir erhalten: 
(5.9) 
und 
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LEMMA 5.3: Die durch a(x8 o y8 )=4(a-e, xeo y8 ) auf (U8 , a-e) definierte 
Bilinearform ist nicht ausgeartet. 
Denn a(xe ·ye) = 0 fiir aile ye, bedeutet nach der obigen Formel (xe, ye) = 0 
fiir alle ye, d.h. (xe, y-8 )=0 fiir aile y-e E U-e. Da die Paarung (Ue, u-e) 
nicht ausgeartet ist, folgt x8 = 0. 
§ 6. EINIGE BEMERKUNGEN. 
1. Die Ergebnisse der §§ 3-5 zeigen, dass man in den von uns unter 
Fall II behandelten FT -System en genau die bereits von FREUDENTHAL 
in [3] untersuchten Systeme erhalt. Dass die bei uns auftretenden Jordan 
Algebren nicht notwendig zentral-einfach und vom Grad 3 zu sein bran-
chen, ist eigentlich auch in [3] der Fall. Zur Herleitung der unserer Arbeit 
zugrunde liegenden Formeln (1)-(4) aus § 1. 1 wird in [3] auch nichts 
anderes als folgende Tatsachen benotigt: 
Die Jordan Algebra mit Einselement e geniigt einer Gleichung 
x3- a(x)x2 + H a(x)2- a(x2) ]x = ( la(x3)- !a(x2)a(x) + ia(x)3)e 
mit assoziativer, nicht ausgearteter Bilinearform (x, y) --+ a(xy) und a( e)= 3. 
Abkiirzend nennen wir dies eine kubische Jordan Algebra. Nach SPRINGER 
[7] sind kubische Jordan Algebren genau dann zentral-einfach und vom 
Grad 3, wenn das Polynom in x 
p(x) = la(x3)- !a(x2)a(x) + ia(x)3 
absolut irreduzibel ist. 
Aus (4.10) ersichtlich ist dieses Polynom in (Ue, a-e) ein skalares Viel-
faches von (xe, {xexec}). Dieser Ausdruck ist unabhangig von der Wahl 
des Elementes a-e. Bilden wir also (U8 , y-e) mit (y-e, {y-ey-ec}) + 0, dann 
ist diese Algebra genau dann zentral-einfach, wenn (Ue, a-e) zentral-
einfach ist. (Man kann natiirlich auch direkt zeigen, dass (Ue, y-e) mit 
(y-e, {y-ey-ec})+O eine zu invertierbarem Element in (Ue, a-e) gebildete 
Mutation von (U8 , a-e) ist.) 
2. Wir fassen nun noch einmal aile Formeln zusammen, die die Struk-
tur des FT-Systems der zweiten Art bestimmen. Mit c=a, b=l{ccc} haben 
w1r 
(6.1) 
a) { aaa} = 3b; { aab} =a; { abb} = - b ; {bbb} = - 3a; 
{aax8 }=sxe; {abx8 }=0; {bbx8 }= -sx8 ; 
{x+y-a}=(y-, x+)b; (x+y-b)=(y-, x+)a; 
b) {xexexe} = (x8 , {x8x8c})(sa+ b); 
{xexec}= -icx-lsxe * xe; {y-ey-ec}=i{J-lsy-e * g-e; 
~A {xexey-e}= -(xe * xe) * y-e+2(y-e, xe)xe; 
{y-ey-exe} = _ (y-e * g-e) * xe + 2( xe, y-e)y-e; 
(x~, x2)=~11]2-1]1;2+i-a(X1 o y~)-i-a(x2 o yn. 
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Die Formeln der Gruppe a) gelten in allen FT-Systemen. (s. §§ 3, 4) 
die der Gruppe b) sind der Reihe nach (3.6), (5.6), (5.7), (3.2) und (5.9). 
3. Wir geben noch einmal die Freudenthalsche Konstruktion in der 
etwas modifizierten Art an, wie sie sich aus unseren vorhergehenden 
Uberlegungen ergibt. 
Es sei ~ eine kubische Jordan Algebra mit zugehoriger Bilinearform a. 
Die kommutative Komposition (x, y) I--+ x * y ist wie iiblich 
x * y=xy- ta(x)y-ta(y)x+ Ha(x)a(y) -a(xy)]e 
Wir betrachten 
mit a, b fj: ~ und §X lediglich ein anderes Exemplar von ~. 
Sei Pt=~ta+'Y)tb+xt+Ut Est. Wir definieren auf st die schiefsymme-
trische und nicht ausgeartete Bilinearform <,) durch 
<Pl, P2) = ~l'Y)2- ~2'Y)l + !a(x1u2)- !a(x2u1). 
Auf st wird nun das symmetrische ternare Produkt (P1o P2 , P 3) I--+ 
I--+ {P1P2Pa} entsprec.hend den Formeln aus (6.1) komponentenweise (bzw. 
fiir die Basiselemente) definiert, so dass ~=U8 und §f=u-e wird. Ausser-
dem setzen wir <X= l. Dann wird {3 = - ts. 
Die oben auftretenden Isomorphismen bedeuten hier nichts anderes, 
als dass man das Element a E ~in ~ betrachtet, oder umgekehrt. Nun 
ist einleuchtend, dass st mit dieser V erkniipfung ein FT -System wird und 
jedes FT -System, in dem es ein a-e E u-e mit < a-6 , {a-ea-6c }) =<X* 0 gibt, 
evtl. nach Grundkorpererweiterung (wegen der Peirce Zerlegung und 
wegen <X= l) zu einem FT-System der oben angegebenen Art isomorph ist. 
Die expliziten Rechnungen zu diesen Behauptungen sind natiirlich recht 
umfangreich und sollen hier nicht durchgefiihrt werden. Zur ersten Be-
hauptung verweisen wir auf [3], die Isomorphie ist allerdings nach Kon-
struktion evident. 
§ 7. EINE SPURFORMEL. 
Unsere weiteren Untersuchungen befassen sich nur noch mit den FT-
Systemen der zuletzt betrachteten Art, also bei denen die bei der Peirce-
Zerlegung auftretenden Jordan Algebren zentral-einfach vom Grad 3 
sind.!) Diese wollen wir FT -Systeme vom H aupttyp nennen. 
Zur Untersuchung der Derivationen dieser FT-Systeme erweist sich 
wieder eine Spurformel als besonders wichtiges Hilfsmittel. Diese Formel 
wollen wir nun beweisen. 
1) Nach § 6.1 ist dies unabhangig von der Wahl des Elementes a-• E u-• be-
zuglich dem die Multiplikation in u• definiert wird. 
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SATZ 7.1: In einem FT-System :t vom Haupttyp der Dimension n gilt 
fur alle x, y E :t 
(7.1) n+4 2(n+ 10) Spur L(x, x)L(y, y) = - 3- <y, {xxy}) - 3 <x, y)2. 
Beweis: Zunachst ist es klar, dass es geniigt, diese Formel nur fiir 
x mit <x, {xxx})*O und fiir einen algebraisch. abgeschlossenen Grund-
korper zu beweisen; insbesondere dann nur fiir x = c mit < c, {ccc }) = 3. 
beziiglich c fiihren wir die Peirce-Zerlegung wie in § 3 durch und berechnen 
dann Spur L(y, y)L(c, c). Wir zerlegen 
Y=iXC+ P{ccc}+y++y-. 
Damit wird 
Spur L(y, y)L(c, c)= Spur {[iXL(y, c)+ pL(y, {ccc }) +iXL(c, y+) + 
+.BL({ccc}, y+) +L(y+, y+) + 2L(y+, y-) + iXL(c, y-) + 
+.BL({ccc}, y-) +L(y-, y-)]L(c, c)}. 
Nun sieht man ohne weiteres ein, dass die Forme! (7.1) bewiesen ist, 
wenn wir zeigen 
(7.2) 
n+4 
a) Spur L(y, x) L(x, x) = - 3-<y, {xxx}), 
b) SpurL(y, {xxx})L(x, x)=(n+S)<y, x) <x, {xxx}), 
c) Spur L(y8 , y8)L(c, c)= 0, yB E U8 , e = ±' 
n+4 d) Spur L(y+, y-)L(c, c) = - 3- <y-, y+). 
Beweis: Beachten wir Lemma l.1a) und wegen (1.5) Spur L(u, v) = 0, 
so folgt Teil a) aus (1.2'). 
Aus (1.1') erhalten wir 
L(u, v)L({xxx}, x) = {uv{xxx}}x* + {uvx}{xxx}*. 
Davon die Spur ist wegen (l.lc) und (l.ld) 
Spur L({xxx}, x)L(u, u)=4<u, x) <{xxx}, u). 
Dies nach x polarisiert ergibt 
3 Spur L({xxy}, x)L(u, u)+ Spur L({xxx}, y)L(u, u) = 
=l2<{xxy}, u) <u, x)+4<u, y) <{xxx}, u). 
Hierin setzen wir u=x ein, verwenden Teil a) mit {xxy} an Stelle von y, 
dann wieder (l.1d) und erhalten Teil b). 
Zum Beweis der Teile c) und d) benotigen wir die Formeln aus § 3. 
Wir wahlen eine Basis c, {ccc}, uL ... , U!., U!', ... , u;;;• mit m= dim ue. 
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Beziiglich dieser Basis stellt sich wegen 
{y8]/ {CCC}} = - 3e{]/y8c} E U -e 
{y8y8{cc{ccc}}}=3{y8]/C} E u-e 
{yeye{ccu8}}=e{y8y8u8}= (u8 , {ififc})(c + !e{ccc}) 
{yeye{ccu-e}} = _ e{yeyeu-e} E us 
(vgl. (3.3), (l.1d) mit (c, {ccc})=3, (3.6), (3.1), und (3.2')) die zu 
L(ye, yB)L(c, c) gehorige Matrix dar in der Form 
o, o, I * I o, ... , o , 
0, 0, 0, ... , 0 
0, 0, 
0 * 
0, 0, 
* 1 o o 
Daraus folgt c). 
Mit den Formeln (3.4), (l.1d) und (3.2') sehen wir 
{y+y-{CCC}}= 3(y-, y+)c 
{y+y-{cc{ccc}}} = (y-, y+){ccc} 
{y+y-{ccu+}}={y+y-u+} E U+, {y+y-{ccu-}}=- {y+y-u-} E u-. 
Damit stellt sich L(y+, y-)L(c, c) als Matrix beziiglich einer Basis 
c, {ccc}, ut, ... , u;k, u.t, ..• , u;;; dar als 
3(y-, y+), o,l o, ... , o, I o, ... , o 
0, (y-, y+), 0, ... , 0, 0, ... , 0 
0, 0, 
A 0 
0 0 
0 0 
0 B 
0 0 
Wobei fiir A die Matrix der Beschrankung von L(y+, y-) auf U+ und 
fiir B die Matrix der Beschrankung von -L(y+, y-) auf u- steht. 
Wir haben damit 
Spur L(y+, y-)L(c, c)= 4(y-, y+) + Spur L(y+, y-)lu+- Spur L(y+, y-)lu-
Es gilt aber wegen (3.4) 
L(y+, y-): Kc-+ K{ccc}, L(y+, y-): K{ccc}-+ Kc und L(y+, y-): ue-+ U8 
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und damit wegen Spur L(y+, y-) = 0 dann 
Spur L(y+, y-)lu+=- Spur L(y+, y-)lu-, 
also 
(7.3) Spur L(y+, y-)L(c, c)= 4(y-, y+) + 2 Spur L(y+, y-)lu+· 
Es ist wieder klar, dass es geniigt, (7.2d) fiir y- mit (y-, {y-y-c})*O 
zu beweisen. Wir haben in § 4 gezeigt, dass fiir solche y-in FT-Systemen 
vom Haupttyp durch 
(7.4) y+o u+={y+y-u+}+(y-, y+)u++(y-, u+)y+ 
U+ zu einer zentral-einfachen Jordan Algebra vom Grad 3 mit reduzierter 
Spur a(y+) = 4(y-, y+) wird. (7 .4) als lineare Transformation in u+ bedeutet 
(7.5) L(y+, y-)lu+=L(y+)-(y-, y+)Idlu++y+(y-)*lu+ 
mit der linksreguliiren Darstellung L(y+) der Jordan Algebra (U+, y-). 
Nun gilt Spur L(y+) =:;; a(y+) = 4: (y-, y+) mit m= dim U+ (vgl. [2], 
Seite 114). Damit erhalten wir aus (7.5) 
4m m-3 Spur L(y+, y-)lu' = 3 (y-, y+)- (m+ 1)(y-, y+) = - 3- (y-, y+). 
Diese Formel schliesslich tragen wir in (7.3) ein und erhalten wegen 
n=2m+2 Teil d) von (7.2). Damit ist auch der Beweis der Formel (7.1) 
erbracht. 
§ 8. ANWENDUNGEN DER SPURFORMEL. 
1. Die Abbildung A 1-+ T(A) von Hom~ in sich wurde in § 1 durch 
Spur AL(x, x) = (T(A)x, x) 
definiert. Wegen Lemma 1.2 b) ist T(A)=O fiir symmetrisches A. Wir 
fassen daher zuniichst T nur auf als Abbildung von 6, dem Raum der 
schiefsymmetrischen Abbildungen aus Hom ~' in sich. Die Formel (7.1) 
bedeutet 
(8.1) n+4 2(n+10) * T(L(u, u)) + - 3- L(u, u)- 3 uu = 0, 
bzw. wegen T(uu*)=L(u, u) 
(8.2) T(T(A))+ n; 4T(A)- 2(n; 1o) A=O fiir A= -A*. 
Dies bedeutet, dass das Minimalpolynom p(r) von T ein Teiler von 
(r- 2) (r+ n + 10) =r2 + n+4 r- 2(n+ 10) 
3 3 3 
13 Series A 
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ist. Da. a.ber T(A)=cxA fiir aile A, T(xx"')=cxxx* und da.mit {xxx}=O 
fiir aile x nach sich zieht, haben wir, dass 
(8.3) ( n +10) p('•) = ('•-2) 't'+ -3-
das Minimalpolynom von T ist. 
Da wegen Lemma 1.2a.) S durch T in den von den Transformationen 
L(u, u) aufgespannten Raum 2 abgebildet wird, diese Abbildung fiir 
2(n; 10) #0 wegen (8.2) injektiv ist und 2 inS liegt, haben wir bewiesen, 
SATZ 8.1: In einem FT-System % vom Haupttyp wird der Raum der 
(bzgl. (,)) schiefsymmetrischen Transformationen von den L(u, v) aufge-
spannt, falls dim%+10#0 (mod Ghar. K).l) 
Da wir die Dimensionen der vorkommenden FT -Systeme kennen, 
namlich n= dim %=2m+2 mit m=6, 9, 15, 27, der Dimension einer 
zentral-einfachen Jordan Algebra vom Grad 3, haben wir 
Fall: a) b) c) d) 
(8.4) m 6 9 15 27 
n 14 20 32 56 
Die Bedingung n+10#0 bedeutet in den einzelnen Fallen a) 24#0, 
b) 30#0, c) 42#0, d) 66#0. Hieraus sehen wir, dass wir neben Char. 
K=2, 3 bei b) Char. K=5, bei c) Char. K=7 und bei d) Char. K=ll 
ausschliessen miissen. Dieses ist notwendig; denn fiir n+ 10=0 sehen wir 
aus (8.3), dass 0 Eigenwert der Abbildung T ist, also T nicht mehr injektiv 
und damit dim 2 <dim S ist. 
2. Weiter beweisen wir 
SATZ 8.2: Fur eine lineare Transformation A von% ist [A, L(x, x)-
-2xx"']=0 fur alle xE% nur fur A=cxid, cxEK, m6glich, falls Ghar. 
K#2, 3, 5. 
Beweis: Sei [A, L(x, y) -xy* -yx"'] = 0 fiir aile x, y E %. Dies wenden 
wir an auf u und fassen das Ergebnis auf als Transformation in x: 
(8.5) A(L(u, y)-(u, y)Id-(uy*)*)=L(Au, y)-(Au, y)Id-(Auy"')"', 
mit T(uy*) =L(u, y) und B= !, uy* erhalten wir 
(8.5') A(T(B)-(Spur B)Id-B"')=T(AB)-(Spur AB)Id-(AB)*. 
Die gleiche Formel gilt auch offensichtlich fiir A*, damit fiir A -A*. 
Ersetzen wir also hierin A durch A -A* und setzen B =I d, so folgt wegen 
T(Id) = 0 mit n =dim%= Spur Id 
-(n+2)(A -A"')=T(A -A*). 
1) Char. K of= 2,3 ist stets vorausgesetzt. 
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Wegen (8.3) ist -(n+2) nur Eigenwert von T, wennn+2= n~10 oder 
n+ 2 =- 2. Wegen (8.4) sind die heiden Bedingungen fiir Char. K =1= 2, 3, 5 
nicht erfiillt, also A=A*. In (8.5') wahlen wir B=B*, erhalten wegen 
T(B)=O 
-(Spur B)A :_AB=T(AB)-((Spur AB)Id-BA. 
Der selbstadjungierte Teil hiervon ist (Spur B)A =(Spur AB)Id. Dies 
gilt fiir aile B = B*; daraus folgt A= txid. 
(Anmerkung: Zunachst sieht es so aus, als ob man einiges ver-
schenkt, wenn man gleich B=Id setzt. Aber auch in allen anderen Ver-
suchen des Verfassers aus (8.5) bzw. (8.5') auf A =A* zu schliessen, musste 
n+4=!=0 angenommen werden. Die Frage, ob Char. K =5 ein echter Aus-
nahmefall ist, konnte noch nicht geklart werden.) 
Mit dem vorhergehenden Satz zeigen wir nun 
SATZ 8.3: In einem FT-System% vom Haupttyp hat jede Derivation D 
die Form D= .I (L(u, v)-uv*-vu*), falls Ghar. K=!=2, 3, 5. 
(U,I>) 
Beweis: Wegen Lemma 1.5 gilt fiir Derivationen D, B von% 
T([D, B])=[T(D), B]=[D,T(B)]. 
Wir setzen B=L(x, x)-2xx* (vgl. Lemma 1.3) und erhalten aus (8.1) 
und T(xx*)=L(x, x) zunachst 
n+10 T(L(x, x)- 2xx*) = - - 3- (L(x, x)- 2xx*) 
und damit 
[ n+10 J . T(D) +-3-D, L(x, x)-2xx* = 0 filr aile x E%. 
Mit Satz 8.2 erhalten wir 
(8.6) T(D)=- n~10 D. 
n+16 Damit wird - - 3-D=T(D)-2D; da wegen Char. K=/=2, 3, 51) der 
Koeffizient von D auf der linken Seite von Null verschieden ist, folgt 
D=T(A)-2A, mit A=! (uv*+vu*) folgt die Behauptung. 
3. Mit der Methode aus [4] (bzw. [6]) beweisen wir 
SATZ 8.4: In einem FT-System vom Haupttyp der Dimension n uber 
einem Korper der Oharakteristik Null oder grosser als n+ 1 ist die Dimension 
der Derivationsalgebra <I) gegeben durch 
d. a'\_ 3(n+ 1)n Im;~t~- n+16 · 
1) Vgl. die Arunerkung nach Satz 8.2. 
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Beweis: Es sei D1, ... , Dk eine Basis von 'Il; dann gibt es symme-
trische Bilinearformen (!i, derart, dass gilt 
L(x, y)- xy*- yx* = 2 (!t(X, y)Dt. 
i 
Da <,) nicht ausgeartet ist, gibt es schiefsymmetrische Vt mit 
(8.7) L(x, y)- xy*- yx* = 2 < Vt x, y)Dt. 
i 
Dies wenden wir an auf u, fassen das Ergebnis auf als lineare Trans-
formation in x und erhalten 
(8.8) L(u, y)- <u, y)ld+yu* =- 2 (Dtu)( Viy)* = 2 Dt(uy*) Vt. 
Hierin Id = 2 uy* eingetragen, ergibt wegen T(Id) = 0 
(8.9) 
Nun zeigt man vollig analog wie in [6], dass Spur 2 ViDt= q(~) dim :I) 
. . n+10 . . gilt, m1t q(T) =T-2, IX=- - 3-; dam1t folgt aus (8.9) durch Spurblldung 
die Behauptung. 
4. Es sei 'Il wieder die Derivationsalgebra des FT-Systems vom Haupt-
typ % und adD die linksadjungierte Darstellung von 'Il, also (adD)D1 = 
= [D, Dr]. 
Zur Berechnung der Killingform von 'Il benutzen wir wieder die Methode 
aus [4]. 
Wir nehmen an, die Charakteristik von K sei =I= 2, 3, 5; dann geniigt 
es wegen Satz 8.3, Spur adD(x, x)adD(y, y) mit D(x, x) = L(x, x)- 2xx* zu 
berechnen. Es sei Dt, ... , Dk die im Beweis von Satz 8.4 gewahlte Basis 
von 'Il. Wegen (8.7) erhalten wir 
(adD(x, x) )Di = [D(x, x), Dt] = - 2D(Di X, x) = -2 2 < vj Dt X, x)Dj. 
i 
Hieraus ersehen wir mit Spur uv*xy* = <x, v) <u, y), Vi=- Vt und (8.8) 
Spur adD(x, x)adD(y, y) = 4 2 <Dtx, Vi x) <Di y, Vt y) 
i. j 
= 4 2 Spur (Di y)( Vi x)*(Dt x)( Vt y)* 
=4 Spur (L(x, y)-<y, x)ld+xy*)(L(x, y)-
-<x, y)ld+yx*) 
=4 Spur L(x, y)2+4(2<{xyy}, x)-(n+2)<x, y)2) 
Aus (7.1) erhalten wir 
n+4 n+10 Spur L(x, y)2 = - 3- < x, {xyy}) + - 3- <x, y)2 • 
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Insgesamt haben wir dann 
4(n-2) SpuradD(x,x)adD(y,y)= 3 ((x, {xyy})-2(x,y)2) 
(8.10) 
4(n-2) 
= - 3 (D(x, x)y, y). 
Andererseits erhalt man sofort aus (7.1) (bzw. aus (8.6)) 
(8.11) n+16 Spur D(x, x)D(y, y) = - --3 - (D(x, x)y, y). 
Zusammen haben wir 
SATZ 8.5: In einem FT-System vom Ha~tpttyp der Dimension n uber 
einem Korper der Charakteristikic2, 3, 5 sind die Killingform und die Form 
Spur ( U V) auf der Derivationsalgebra nicht ausgeartet; und es gilt 
4(n-2) 
SpuradUadV= n+WSpur UV. 
Beweis: Sei Spur adUadV = 0 fiir aile V E 'Il, dann ist 
Spur adUadD(y, y) = 0 
fiir aile y Est. Aus (8.10) und Satz 8.3 folgt nun (uy, y) = 0 fiir ailey Est 
und daraus u=O. Ebenso folgt aus (8.11) dass Spur UV nicht ausgeartet 
ist. Die angegebene Forme! erhalt man durch Vergleich von (8.10) mit 
(8.11). 
KoROLLAR: Die Derivationsalgebra eines FT-Systems vom Haupttyp ist 
eine halbeinfache Lie Algebra, falls Char. K * 2, 3, 5. 
(Anmerkung: Aus (8.4) sehen wir, dass fiir Char. K = 5 und m= 15 
der Koeffizient auf der rechten Seite von (8.10) Null ist. Die Killingform 
verschwindet also in diesem Fall auf dem von den Derivationen der Form 
D(x, x) erzeugten Ideal.) 
§ 9. DIE EINFACHHEIT DER DERIVATIONSALGEBREN. 
Im abschliessenden Paragraphen,zeigen wir, dass die Derivationsalgebra 
'I) eines FT-Systems st vom Haupttyp der Dimension n eine einfache 
Lie Algebra ist, falls Char. K * 2, 3, 5 und kein Teiler von n + 1 ist. Wir 
verfahren nach der Methode aus [5]. 
Wir definieren eine Abbildung S: Hom st-+ Hom st durch 
(9.1) S(A): =T(A)- (Spur A)Id-A *. 
Es ist wegen T(xy*)=L(x, y) 
(9.2) S(xy*)=L(x, y)-(x, y)ld+yx*. 
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Wir haben also die Beziehung 
(9.3) D(x,y)u=S(uy*)x mit D(x,y)=L(x,y)-xy*-yx*. 
Wir wahl en die gleiche Basis D1, ... , Dk von ~ wie in § 8 und sehen 
aus (8.8) 
S(uy*) = ! Dt(uy*) Vt, 
also 
(9.4) 
Die im folgenden benotigten Eigenschaften der Abbildung S fassen wir 
zusammen in 
LEMMA 9.1: 
a) S(A)= -(SpurA)Id-A, falls A*=A, 
b) S(Jd)= -(n+1)Jd, 
n+7 
c) S(D) =--3-D fur DE~. 
Beweis: Wegen T(A) = 0 fur A* =A (vgl. Lemma 1.2) folgt a) un-
mittelbar aus der Definition (9.1). Teil b) ist ein Sonderfall von a). Teil c) 
folgt wegen Spur D= 0 und D* = -D aus der Definition (9.1) und aus (8.6). 
Nun beweisen wir 
SATZ 9.2: Sei % ein FT-System vom Haupttyp der Dimension n uber 
einem Korper K mit Ghar. K =F2, 3, 5 und kein Teiler von n+ 1. Sei ~die 
Derivationsalgebra von %. Fur eine bzgl. der Spurform selbstadjungierte 
Transformation 0 von ~, die mit den linksregularen Darstellungen von ~ 
vertauschbar ist, folgt O=()(ld, ()( E K. 
Beweis: Nach Voraussetzung giltO([U, V])= [U, O(V)] flir U, V E ~. 
Vertauschen wir U und V, so sehen wir 
(9.5) O([U, V])= [U, O(V)]= [O(U), V]. 
Hierin setzen wir V = D(x, y) = L(x, y)- xy*- yx* ein. Wir schreiben 
die D(u, v) in der Form (8.7), d.h. 
D(u, v) = ! ( Vtu, v)Di. 
Abklirzend setzen wir Ot=O(Dt). 
Wegen [U,D(x,y)]=D(Ux,y)+D(x, Uy)= !([Vi, U]x,y)Ddolgtaus 
(9.5) 
! ([Vi, U]x, y)Oiu= ! (Vtx, y)[U, Oi]u= [O(U), D(x, y)]u. 
Dies fassen wir auf als Transformation in y. Mit (9.3) folgt 
!Ot(ux*)[U, Vi]=! [Oi, U]ux*Vi=S(O(U)ux*)-O(U)S(ux*); 
d.h., flir aile A E Hom % und U E ~ gilt 
(9.6) !OtA[U, Vt]=! [Oi, U]AVt= -O(U)S(A)+S(O(U)A). 
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Fur A =ld folgt aus Lemma 9.1 b) und c) 
(9. 7) 2(n-2) 3 O(U)= IOt[U, Vt]= I [Oi, U]Vt. 
Die rechte Seite dieser Gleichung Iiefert [I Ot Vi, U] = o. 
A us Satz 8.2 folgt I Ot vi= eld, (! E K, damit haben wir 
(9.8) 
Nun tragen wir in (9.6) A =DE~ ein. Wegen Lemma 9.1c) erhalten 
wir 
(9.9) S(O(U)D)+ n; 7 O(U)D= I [Ot, U]DVt. 
Wegen S([O(U), D]) =- n; 7 [O(U), D] haben wir auch 
(9.10) S(DO(U)) + n; 7 DO(U) = I OtD[U, Vi]· 
(9.7) multiplizieren wir von rechts mit D: 
Dies subtrahieren wir von (9.9): 
(9.11) n-11 S(O(U)D)- -3-0(U)D= I [Oi, U][D, Vt]. 
Multiplizieren wir (9.7) von links mit D und subtrahieren von (9.10), 
so erhalten wir 
n-11 S(DO(U))- -3DO(U)= I [Oi, D][U, Vi]; 
vertauschen wir hierin D und U und vergleichen mit (9.11), so sehen wir 
S(O(U)D)- n-;11 o(U)D=S(UO(D))- n-;11 UO(D), 
bzw. 
S(O(U)D- UO(D)) = n-;ll (O(U)D- UO(D)). 
Nun bedeutet die rechte Seite von (9.5), dass A:=O(U)D- UO(D) 
selbstadjungiert ist. Aus Lemma 9.1 a) folgt nun n; 8 A= 0, denn aus 
der Selbstadjungiertheit von 0 haben wir Spur A= 0. Nach (8.4) ist 
n-8#0 und wir erhalten A=O, d.h., 
O(U)D= UO(D). 
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Hierin setzen wir U = Di, multiplizieren von rechts mit Vi und erhalten 
nach Summation wegen (9.4) und Lemma 9.1 c) 
n+7 2:CiDV£= 2:DiO(D)Vi=- - 3-0(D). 
Tragen wir dies Ergebnis in (9.8) ein, folgt (n+ l)O(U) =e'U und damit 
die Behauptung. 
Zu diesem Satz haben wir 
KoROLLAR l: Zu einem FT-System vom Haupttyp der Dimension n ist 
die Derivationsalgebra eine einfache Lie Algebra, falls die Oharakteristik 
des Grundkorpers =1= 2, 3, 5 und kein Teiler von n + l ist. 
Beweis: Nach dem Korollar zu Satz 8.5 ist '1) halbeinfach. Die 
Projektion von ;!) auf ein einfaches Ideal von ;!) geniigt den Vorausset-
zungen von Satz 9.2, also ist ;!) einfach. (vgl. [5], Seite 45) 
KOROLLAR 2: Fur Char. K = 0 oder > n + 1 und dim ue = 27 ist ;!) eine 
einfache Lie Algebra vom Typ E7. 
Nach Satz 8.4 ist dim;!)= 133, daher vom Typ E 7• 
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